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Vorwort

Ein Beispiel fiir eine Anwendung der Ubergangsmatrizen C

sind die Zustandsénderungen, die bei der Diffusion von

Molekilen aus zwei benachbarten Kammern entstehen.

Die Ubergangsmatrix ist in diesem Fall vom Typ U = [i 2] .

Matrizen dieser Art dienen auch dazu, in der x-y-Ebene geometrische Punktatmqen Zu
beschreiben. Hier wird gezeigt, welchen Bezug eine solche Abbildung a Diffusionsprozess hat.

ferner eine Achse

Die Punkte, die man aus den Zustands- oder Verteilungsvektoren bilde iegen namlich auf
einer Fixgeraden g der zu U gehérenden Abbildung a.. Diese Abbildu

(Fixpunktgerade). Und weil der Grenzzustand des Diffusionsprozes séin stationarer Vektor ist, wird

der zugehérige Grenzpunkt G ein Fixpunkt von a., und damit ist G¥£€r Schnittpunkt der Fixgeraden g

mit der Achse a von a. Q

Man erkennt daran, dass die Punktfolge der Verteilungszum, die man auf g darstellen kann, nur
ein kleiner Aspekt ist von dem, was die Abbildung o lei e Punkte ist nichts anderes als eine
Folge von Punktabbildungen, die hier eine schrage Ac treckung ist.

Berechnet man zu U die beiden Eigenvektoren sar¥ ihfen Eigenwerten, dann kann man auf
einfache Art Achse und Fixgeraden von a festl und dies schnell auf den Diffusionsprozess

Uibertragen. Anderungen in der Versuchsanor (bei gleicher Matrix U) sind dann schnell erledigt

und bedurfen keiner grof3en Rechnungen
Man erkennt, dass eine gewisse Grund is zur Theorie der Abbildungen hier verlangt wird.

Dennoch zeigt dieser Text auch gb '%S—Unkundigen, was hinter diesen Abbildungen und den

Eigenvektoren steckt. &

Ein wichtiger Abschnitt des TQ zeigt, wie man eine solche Ubergangsmatrix U fiir eine neue
o

Aufgabe erstellen kann, s rgegebene Eigenschaften (Eigenwerte und Eigenvektoren usw.)

als Ergebnisse mdglich en.

Hinweis 1: @

Es gibt auch eife gpnen Text (62300) zu Eigenwerten und Eigenvektoren, der nach einem kurzen

Ausflug in die AbbilC

gsgeometrie auf die Theorie der Mehrstufigen Prozesse zugeschnitten ist:

Hinweis 2:

Die Grafiken wurden mit MatheGrafix Version 10 erstellt und liegen auf der CD im Ordner
Mathegrafiken im Zip-Archiv mgf-62333.zip. Wer die Version 10 hat (erscheint Januar 2013),
kann sie weiter bearbeiten bzw. herausfinden, wie man sie erstellt.
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1 Diffusionsmodell

Diffusion ist eine durch thermische Bewegung verursachte Verteilung der Molekile eines

Stoffes in einem anderen. Die Abbildung zeigt ein vereinfachtes Modell einer Diffusion.

Der mit einer durchlassigen Trennwand zweigeteilte 0,7C o

Kasten ist mit Molekilen geftillt.

Die Verteilung der Molekiile auf die beiden Halften A und B &ndert sich (in die ispiel) jeweils
nach Ablauf einer bestimmten Zeitspanne so, dass 20% der Molekiile in A nach iffundieren und
4
30% der Molekile aus B nach A diffundieren.
A
Dies kann man als Ubergangstabelle so darstellen: A O,C?
B |0, N

Oder als Ubergangsmatrix: U= 0.8 03 _
02 07

Will man diesen Diffusionsprozess mathematisch simulierer@ﬂeren), benétigt man einen

Anfangszustand (Startvektor v, , Anfangsverteilung).

Ich verwende v, = 5000 , d.h. zu Beginn der B2obathtung befinden sich
10000
X, = 5000 Molekile in A und .
Y, =10000 Molekiile in B.

Die Gesamtzahl ist also immer konst 0!I x,+y,=15.000
Sie andert sich auch im Laufe der BgiSion nicht mehr.
. - X .
Der Zustandsvektor nach der n-ten Z@anne wird mit v, :( ”J bezeichnet.

L4 n
4

Berechnung der Zustandsve erteilungsvektoren):

GemafR der Rechnung mit der Ubergangsmatrix erfolgt dies zunachst rekursiv:
8 03) (x,;)_(08-x,,+03-y,,
02 07)\y,,) \02:x_,+07-y,,

ind ungunstig, denn z. B. fur v,, mussen dann zuerst die Vektoren v, bis

v,=U-v_ ,, also

n

Rekursive Berechnung

V,, berechnet worde@, damit daraus dann v,, =U-v,, folgt.

Also erstellt ma @ explizite Berechnungsformel.

Dies geschieht du ukzessives Einsetzen der Formeln ineinander:

Aus V, =U-V, und V,=U-V, folgt v, =U-(U-V,)=U"-V, usw.

So erhélt man die Formel v, =U"v,.

Es gibt jedoch noch eine ganz andere Methode, die auf den folgenden Seiten dargelegt wird.

Sie eignet sich gut zur Berechnung der Grenzverteilung nach langer Diffusion.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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(1) Rekursive Berechnung der nachsten vier Molekularverteilungen:

7, -U.7, 0 8 0,3) ( 5000 ) _(4000+3000) _(7000
v 0,7) {10000/ (1000+7000 ) |8000
0,3) (7000 5600 + 2400 8000
0,7) 8000 1400+ 5600 7000

0,3) (8000 6400 + 2100 8500 @
0,7 ) {7000 1600 + 4900 6500

G - 3 0,3) (8500 6800 +1950 8750
‘ N 0,7) (6500) 1700+ 4550
Berechnung der Grenzverteilung

_ X _ 0,8 0,3) (x 0,8-x +Q/

Allgemein gilt: v,=| "|=U-v, =" Tt = ot nt
oemanate <[ =u <[ 07 ()07

Diese beiden Rekursionsformeln fiir die Zahlenfolgen {xn} und aben den Nachteil, dass man
zur Berechnung von x, auf y,-Werte zugreifen muss und u t. Dies kann man jedoch andern,
denn es gibt ja die fur alle Zeitpunkte (also n) gtiltige Zusat Imgung X, +y, =15000

Damit kann man die beiden Berechnungsgleichungen en end vereinfachen:

In der Gleichung x,=0,8-x,,+0,3-y,, wir

n

X, =0,8-x, , +0,3-(1500Q - x

=15000-x, , eingesetzt:

X

Also folgt: =0,5-x, , +4500 Q)

Und in y,=02-x,,+0,7. ird x,,=15000-vy, , eingesetzt:

y, =0,2-(1500Q —E )+0,7-y,,
Also folgt: y,=05"y,, (2)

Hieraus kann man die Grenzwertg &iden Folgen ermitteln, also den Endzustand der
L4
Verteilung nach hinreichend | e

Wenn die Folge x, konvergiert, dann gilt sowohl I|m X, = Xg, wie auch limx_ _, =X;.

n—o

Lasstmanin (2) n— en, folgt: Xg = 0,5 -Xg +4500
0,5-x, = 4500
Xs = 9000

Analog fol tfu@olge Yn aus (3): Ye =0,5-x, +3000
0,5-y, = 3000
Ys = 6000 .

Letzteres hatte man durch Y =15000—-x, einfacher haben kénnen.

5000
Ist dieser Zustand erreicht, andert sich die Verteilung nicht mehr.

Dies ist ein stabiler Zustand.

Ergebnis:  Langfristig entwickelt sich eine Grenzverteilung, die hier v, = (9000) ist.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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(2) Explizite Berechnung der Zustandsanderungen und Grenzverteilung:

1. Méglichkeit: Rechnen mit Matrizenpotenzen Define u:[o.s 0.3] Fertig
_ 0.2 0.7
Aus v, =U-v, Define \'O=[ 5000 ] Fertig
und Vv,=U-v, folgt v,=U% Vv, 10000 ]
vi=u-vo vi=| 7000.
Aus V,=U-v, folgt Vv,=U?-v, Ve |8000. |
Allgemein: v, =U"-v, va=u29 U v2=| 8000.
| 7000.
.. va=u® xO v3=(8500.
Nebenstehender Screenshot zeigt, dass z. B. der Ubergang 6500. |
von V,, zu V,, keine Verteilungséanderung mehr bringt. ‘g, va=[8750.]
6250.
Diese findet mathematisch sicher noch in den Nachkommastellen
10 0 vio=|8996.09
statt. Doch hier sto3t das Modell an seine Grenzen, denn Molekiile l 6003.91}
[9000.]
teilen sich bei Diffusion nicht, also sind x, und y, ganzzahlig. @"3‘3’-” Vane e
. .. . . v21=u® v271=|2000.
Wir haben also (spatestens) nach der 20. Zeiteinheit einen N [6000. |

stabilen Endzustand erreicht. Und dieser stimmt, wie man

mit dem zuvor berechneten Grenzzustand lberein, der a t erst flr n —» o erreicht wird!

2. Méglichkeit: ~ Umwandlung der rekursiven Fol berechnung in eine explizite

Folgenberechnung (exponentiglle ¥achstumsfolge).
Die beiden rekursiv definierten Folgen

Xn = -1 +O’3.yn—l
yn 1 n-1 + 077 : yn—l
lassen sich in die Form x, =a-b"+c ( , =...) bringen.

Dies geschieht mit dem Ansatz: : * a-b"+c
Zur Berechnung der Koeffizien@ld c benétigt man v, :( 5000] , V= [7000} und v, = (8000}

10000 8000 7000
Einsetzen von x, = 5000 O 5000 =a-b” +c 3)
Einsetzen von x, = 7000 7000 =a-b'+c (4)
Einsetzen von x, =80 8000 =a-b”+c (5)
Elimination von c: 1000 = ab? —~ab =ab(b-1) (6)
): 2000=ab-a=a(b-1) (7
ab(b-1
Elimination von a: 1000 = ( ) < b=05
) 2000 a(b-1)
Einsetzen in (7): 2000=a-(-0,5) < a= 2%02 20200 =-4000
Einsetzen in (3): 5000=-4000+c < ¢ =9000
Ergebnis: X, =—4000-0,5" + 9000 (8)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Mittels y, =16000 - x,,
erhalt man schneller: y, =15000 — (—4000 .0,5" + 9000) = 6000 + 4000 -0,5"
d. h. y, =—4000-0,5" + 6000 9)

Die Gleichungen (8) und (9) setzt man wieder zum Verteilungsvektor zusammen:

. ~ X -4000-0,5" + 9000
Folgerung: Vo =1y (
y,) | 4000.05" + eooo b
- _ o \ -1 9000
Gunstig ist die Aufspaltung: vV, =4000-0,5 (1 5000 b‘l b
) _ _ .~ (9000
Fir n » o« folgt daraus: Ve =limv, = (eoooj

denn es ist ja Lig;O,S” =0 ®,
Man erkennt, dass fir die beiden Komponenten eine Form b nzt&n exponentiellen Wachstums
vorliegt, genauer gesagt, es handelt sich hier bei den x—WertN die begrenzte exponentielle
Zunahme, bei den y-Komponenten um eine begrenzte ex tielle Abnahme.

Ausgehend vom Startzustand nehmen die Werte in jede inheit um 50% der Differenz zwischen
dem Istzustand und dem Grenzwert zu bzw. ab. Dies nt'man das Sattigungsmanko.

Dies ist sehr ausfiihrlich beschrieben im Text 1882@undgwveiter in 45820.

Beispiel: Beschrénkte Zunahme der x-Kom n
n=0: X, =5000, Xx;=9 S@Sattigung: S, = 9000 —5000 = 4000
n=1 X, =Xz —0,5-S, =Q000-0,5-4000 = 9000 - 2000 = 7000
n=2: X, = Xg — 0,52$000 —0,25-4000 = 9000 —1000 = 8000
n=3: Xy = Xg — OQX =9000-0,125-4000 = 9000 —500 = 8500
v

elly-Komponenten
ys =6000, Sattigung: S, =10000-6000 = 4000
n=1 +0,5-S, =6000+0,5-4000 = 6000 + 2000 = 8000

n=2: 052~S = 6000+ 0,25 -4000 = 6000 +1000 = 7000
n=23: @ -0,5%- S, =6000+0,125-4000 = 6000 + 500 = 6500

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Graphische Darstellung der Zustandspunkte.

Wir haben berechnet (CAS-Screenshot): A y
n Konvergenz der Zustandspunkte

P, (5000]10000) 16000+ des Diffusionsprozesses |

P, (7000 |8000)

P, (8000 | 7000) 14000+

P, (8500 | 6500)

P, (8750 | 6250) 12000

P, (9000 | 6000
Fir sie gilt die Bedingung

8000+

X, +Y, =15000 d.h.

y, =15000 - X, 16000
d. h. sie liegen auf der Geraden g mit 40001

y =15000 — x

2000+
Die Gleichung (11) stellt die Gleichung X,
fir die Ortsvektoren dieser Punkte dar: zobg 40b0 60b0 ggbo 10600 12600
_ F. Buckel / MatheGrafix
v, =4000-0,5" ( 1) + (9000)
.. (-1 (9000) . . @ .

In der Form X —t-( 1}{6000) ist es di orgleichung der Geraden g.
Man erkennt die konvergente Anndheru unktfolge P, an den Grenzpunkt G fir t - o .

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2 Untersuchung der zur Matrix geh6renden Abbildung

Vertieft man die Uberlegungen dieser geometrischen Interpretation, kommt man zu interessanten

Details.

. _ . . (~1) . (9000
Die Vektorgleichung v, = 4000-0,5 ( 1}{6000)

fur Zustandsvektoren zu beliebigen ,Zeitpunkten“ n dar. @

Andererseits ist sie eine Berechnungsformel fiir die Ortsvektoren der Zustand@ P,, deren
Komponenten eben die Verteilung (Zustande) im Laufe des Diffusionsproz sses.darstellen.
Die Ubergangsmatrix U gestattet die Berechnung des Folgezustands. Gch bedeutet die

Multiplikation U-v, die Berechnung des Ortsvektors zum ,Bild“-Punkt ..

Also wird aus dem Punkt P,, ein neuer Punkt P,.; erzeugt. Das nennt n’n eine Abbildung eines

Punktes P, auf einen anderen, der dann dessen Bildpunkt ist, ebe@
Abbildungen sind beispielsweise Verschiebungen, Spiegelun%

ungen, Streckungen usw.

Nun wollen wir herausfinden, was fir eine Abbildung di x U bewirkt.
; . - (9000 -4 N
Ich schreibe um: v, = (6000}{ ,5
- 9000 .
Wegen v, = (6000} folgt:
bzw.
v, -V, =P,P, ersetzen:
o . A —-4000
Beispielwerte: n=0: 4000j
L
A —2000
n=1 X
K 2000

~ (-1000
~ 1000

4 _(-500
~| 500

Dies heif3t: Der Diﬁe@aktor P,P, =V, —V; wird mit wachsendem n fortgesetzt halbiert.

d. h. der jeweil
Also bewirki"®eine zentrische Stauchung auf g, und zwar von G aus mit k = +.

Dies erkennt man sehr deutlich auf der Abbildung der vorangehenden Seite:

e Punkt P, liegt in der Mitte zwischen Vorganger P, ; und Grenzpunkt G.

P, ist der Mittelpunkt von Py und G, P, ist der Mittelpunkt von P; und G usw.

Die Gerade g bleibt also bei dieser Abbildung erhalten, denn ein Punkt von g hat

seinen Bildpunkt wieder auf g. g ist also eine Fixgerade.

Friedrich Buckel
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Die Eigenschaft, Fixgerade zu sein, kann man rechnerisch so Uberprifen:

— -~ . (-1} (9000
Urbild g: X=t (1)+(6000J

U-Xx

Berechnung der Bildgeraden: X'
%' 08 03) i -1 . 9000
10,2 07 1) (6000 @

St 0,8 0,3 1), 0,8 0,3)(90
o2 071 0,2 0,7)\60

4

!

%=t -0,8+0,3 N 7200 +1800
-0,2+0,7 1800 + 420

_ ) . -0,5) (9000
Bildgerade g x'=t ( 0,5 J+ (6000} ®,

. ] _0’5 L i i u _1
Der Richtungsvektor U :[ 05 j von g' ist kollinear Z@”gsvektor vong. u :( 1 j

denn es gilt: u'=-u. Also sind g* und g parallel.
Weil jedoch g‘ hat denselben Aufpunkt G(9000| ie g hat, sind g und g‘ sogar identisch.

d. h. g ist eine Fixgerade der durch U definier Abbildung.

24
Ich nehme diese Situation zum Anlass, zu forschen: Hat diese Abbildung (ich
nenne sie a) noch weitere Fixgerade wie kann man sie finden?

untersuchen, was von der Diffusionsauf innvoll ware. Wir verwenden also jetzt fiir die Abbildung

o als ,Definitionsbereich” alle Punkte@er x-y-Ebene.
Und wir rechnen mit den Ortsvekior Punkte.
. ~ (X
Urbild: P(x]y) & X = (y)

Bild: P(x Yy Nglh. % (Xj

y

Wir verlassen also nun die Einschrankuﬁwnkung der Abbildung nur auf der Geraden g zu

Zusammenhang: X'=U-X

. Q) x')_(08 03) (x
Q y' 012 0;7 y

oder {x :O,8x+0,3y}

y'=0,2x+0,7y

Wir halten gleich fest, dass der Ursprung O(O | 0) Fixpunkt dieser Abbildung ist, denn setzt man
0(0]0) ein, erhalt man O'(0]0).

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Berechnung von Fixgeraden bei einer Abbildung durch eine (2,2)-Matrix U

Eine Gerade ist dann Fixgerade, wenn sie und ihr Bild mindestens einen gemeinsamen Punkt und die
gleiche Richtung haben. Der Bildvektor des Richtungsvektors muss also dieselbe Richtung haben wie

der urspriingliche Richtungsvektor, er muss also ein Vielfaches von ihm sein: u'=U-tu=k-u.

Definition: Vektoren, die bei Multiplikation mit einer quadratische

zu einem Vielfachen werden, nennt man Eigenvektoren

Wenn also U-v =k-v gilt, dann ist v ein Eigenve nu
mit dem Eigenwert k. Der Nullvektor ist jedoch ung ungeeignet!

Unsere Gerade g mit der Gleichung X = t(_llj+[2888) haben v@on als Fixgerade erkannt.

Ihr Richtungsvektor U = (_ﬂ ist also ein Eigenvektor. Seine@ert k liefert diese Rechnung:

.~ (08 03)(-1) (-08+03) (HMWw .. (-1 , -
u=u “‘(0,2 o,7] (1]‘[—0,2+o,7j‘ moﬁ (1]‘ >

. . 0,8 0,3 . . .
Die Matrix U= (O 2 0 7} hat also den Eigenvektor mit dem Eigenwert 0,5.
1 1 .
Normalerweise kennt man dies alles gar nicht; ern muss zuerst einmal die Eigenvektoren
berechnen. Das geht so:

—1

Bedingung fur Eigenvektoren: m Berechnung von
Eigenvektoren:

-
O\@Stzung auf der Mathe-CD.

O
&
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